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UNE REMARQUE SUR LE DEGRE´ FORMEL D’UNE SE´RIE
DISCRE`TE D’UN GROUPE LINE´AIRE GE´NE´RAL p-ADIQUE
Volker Heiermann
Abstract. We show by the example of the general linear group, how one can get
from [2] precise information on the formal degree of a square integrable representation
of a p-adic group.
RE´SUME´: Nous montrons a` l’exemple du groupe line´aire ge´ne´ral, comment on peut
de´duire de [2] des informations pre´cises sur le degre´ formel d’une repre´sentation de
carre´ inte´grable d’un groupe p-adique.
Soit F un corps local non archime´dien de valeur absolue normalise´e |.| = |.|F et
m > 0 un entier. Fixons une repre´sentation cuspidale unitaire σ de GLm(F ) et un
entier d ≥ 1. Posons n = md, G = GLn(F ). NotonsM l’unique sous-groupe de Levi
standard de G qui est isomorphe a` GLm(F )×· · ·×GLm(F ), detm le de´terminant de
GLm(F ) et pid l’unique se´rie discre`te de GLn(F ) qui est un sous-quotient de l’induite
parabolique (normalise´e) de σ| detm |
(d−1)/2 ⊗ · · · ⊗ σ| detm |
(−d+1)/2 := ρd. On va
appliquer les re´sultats de [2] pour calculer le degre´ formel de pid en fonction de celui
de σ. On retrouvera a` cette occasion le re´sultat de A.-M. Aubert et R. Plymen [1]
dont la preuve utilisait la the´orie des types de Bushnell-Kutzko.
1. Les mesures
Notons α1, . . . , αd−1 les racines simples de G qui ne sont pas des racines de M
et identifions-les a` des racines du tore de´ploye´ maximal de M . Lorsque l est un
entier, 1 ≤ l ≤ d, Ml de´signera le sous-groupe de Levi standard contenant M ,
obtenu en adjoignant a` M les racines αl, . . . , αd−1. Il est isomorphe a` GLm(F ) ×
· · · × GLm(F ) × GL(d−l+1)m(F ). En particulier M1 = G et Md = M . Nous
noterons (m1, . . . , ml) un e´le´ment ge´ne´ral de Ml (ou` m1, . . . , ml−1 ∈ GLm(F ) et
ml ∈ GL(d−l+1)m(F )). Le symboˆle M
1
l de´signera l’intersection des noyaux des
caracte´res non ramifie´s de Ml. Le ge´ne´rateur > 1 de l’image de |.| sera note´ q.
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Notons Xnr(Ml) le groupe des caracte`res non ramifie´s de Ml et X
nr
0 (Ml) le
sous-groupe forme´ des caracte`res unitaires. Identifions le groupe Xnr0 (Ml) a` (S
1)l
au moyen de l’isomorphisme qui envoie un e´le´ment (qs1 , · · · , qsl) de (S1)l sur le
caracte`re non ramifie´ | detm |
s1
F · · · | detm |
sl−1
F | det(d−l)m |
sl
F de Ml.
Le tore de´ploye´ maximal dans le centre de Ml sera note´ TMl . Il est isomorphe
a` (F×)l. Le groupe Xnr0 (TMl) est isomorphe a` (S
1)l au moyen de l’isomorphisme
qui envoie un e´le´ment (qs1 , · · · , qsl) de (S1)l sur le caracte`re non ramifie´ de (F×)l
donne´ par | det1 |
s1
F · · · | det1 |
sl
F .
Suivant [2] on munit le groupe Xnr0 (TMl) de l’unique mesure de Haar de mesure
totale e´gale a` 1. La mesure sur Xnr0 (M) est l’unique mesure de Haar telle que la
restriction Xnr0 (M) → X
nr
0 (TM ) pre´serve localement les mesures. En identifiant
les deux groupes avec le tore (S1)l, cette restriction correspond a` l’application de
(S1)l dans (S1)l qui envoie (z1, . . . , zl) sur (z
m
1 , . . . , z
m
l−1, z
(d−l+1)m
l ). Il en re´sulte
que Xnr0 (M) a la mesure (d− l + 1)m
l.
Notons Ol l’orbite inertielle de ρ := σ ⊗ σ ⊗ · · · ⊗ σ par X
nr(Ml), Ol,0 l’orbite
unitaire de ρ par Xnr0 (Ml) et t l’ordre du stabilisateur de σ dans X
nr
0 (M). La
mesure sur Ol,0 est l’unique mesure de Haar telle que l’application X
nr
0 (Ml)→ Ol,0
qui envoie un caracte`re unitaire non ramifie´ χ sur (la classe d’e´quivalence de) σ⊗χ
pre´serve localement les mesures. Comme les fibres de cette application ont tous
meˆme cardinalite´ tl, la mesure de Ol,0 est (d− l + 1)(m/t)
l.
Tout sous-groupe ferme´ H de G sera muni de l’unique mesure de Haar telle que
son intersection avec K = GLn(OF ) a la mesure 1, OF de´signant l’anneau des
entiers de F .
2. La racine α˜l−1
Conside´rons αl−1 comme racine de TMl . Fixons un ge´ne´rateur ω˜ de l’ide´al max-
imal de F . Un ge´ne´rateur hl−1 du Z-module M
1
l−1 ∩ Ml/M
1
l est donne´ par la
classe modulo M1l d’une matrice diagonale diag(x1, . . . , xn) avec xm(l−1) = ω˜,
xm(l−1)+1 = ω˜
−1 et xi = 1 sinon. Notons Rat(Ml) le groupe des caracte`res
alge´briques de Ml de´finis sur F .
L’e´le´ment de Rat(Ml) qui correspond a` (d− l+1)mαl−1 envoie (m1, . . . , ml) sur
detm(ml−1)
d−l+1 det(d−l+1)m(ml)
−1. L’e´le´ment α∗l−1 := (d− l+1/d− l+2)mαl−1
ve´rifie donc 〈α∗l−1, HM (hl−1)〉 = 1. La puissance h
t
l−1 de hl−1 est minimale telle
que χ ∈ Xnr(Ml) ve´rifie χ(h
t
l−1) = 1, si et seulement si χ ∈ X
nr(Ml−1) Stab(ρ).
On trouve donc α˜l−1 = (d− l + 1/d− l + 2)(m/t)αl−1 dans les notations de [2].
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Notons α∨l la coracine associe´e a` αl. Un calcul e´le´mentaire donne t 〈α
∨
l , z1α˜1 +
z2α˜2 + · · ·+ zd−1α˜d−1〉 = zl −
d−l−1
d−l zl+1 (ou` zd := 0). Par suite, avec rl = t
d−l+1
2 ,
on trouve ρd = ρ⊗ χr1α˜1+r2α˜2+···+rd−1α˜d−1 .
3. La fonction µ
Notons a = n(σ × σ∨) le conducteur d’Artin de paires (cf. [3], p.291) et µMl la
fonction µ de Harish-Chandra de´finie sur O := Od relative a` Ml comme produit
des ope´rateurs d’entrelacement (cf. [2] 1.5), µ := µG. Posons a∗Ml = Rat(Ml)⊗ZR.
On a une surjection canonique a∗Ml,C → X
nr(Ml), λ 7→ χλ. Le re´sultat suivant est
une conse´quence imme´diate de la formule de produit pour µMl , utilisant la formule
explicite pour µ dans le cas d’un sous-groupe de Levi maximal (cf. [1], thm. 3.3).
3.1 Proposition: Posons α∨i,j = α
∨
i + · · · + α
∨
j pour i ≤ j. La fonction λ 7→
µ(ρ⊗ χλ) est re´gulie`re et non nulle en dehors de la re´union des hyperplans affines
de a∗M de la forme 〈α
∨
i,j, λ〉 = 0,±1 avec 1 ≤ i < j ≤ d− 1.
La fonction (µMl−1/µMl)(ρ0 ⊗ χzα˜l−1+rlα˜l+···+rd−1α˜d−1) vaut
q(d−l+1)a
(1− qt
d−l
2 −z)(1− qt
d−l
2 +z)
(1− q−t
d−l
2 −t−z)(1− q−t
d−l
2 −t+z)
.
4. La donne´e de re´sidu ResA
Posons Al = ρdX
nr(Ml), notons r(Al) ”l’origine” de Al (cf. [2] 1.4), Al,0 le sous-
espace de Al, forme´ des points de partie re´elle r(Al), et SA1 l’ensemble forme´ des
hyperplans affines {ρ ⊗ χλ|〈α
∨
l , λ〉 = 1}, l = 1, . . . , d− 1, de O := Od. De´signons
par R(SA1) l’espace des fonctions rationnelles sur Od, re´gulie`res en dehors des
hyperplans affines dans SA1 . Remarquons que la partie re´elle ℜ(ρ ⊗ χλ) := ℜ(λ)
est bien de´finie. Le symboˆle
∫
ℜ(ρ′)=R
dAdℑ(ρ
′) de´signera la mesure sur χRO0,
de´duite de celle sur O0 = Ad,0. De fac¸on analogue pour
∫
Al,0
dAlℑ(ρ
′). L’ordre sur
a∗M induit par P sera note´ >P .
4.1 Proposition: Soit ψ dans R(SA1) invariante par X
nr(G). Pour χ ∈Xnr(G)
et z1, . . . , zd−1 ∈ C, posons f(z1, · · · , zd−1) = ψ(ρ⊗ χχz1α˜1+···+zd−1α˜d−1). On a
∫
ℜ(ρ′)=R≫P 0
ψ(ρ′)dAdℑ(ρ
′) =
d∑
l=1
∫
Al,0
(ResAl ψ)(ρ
′)dAlℑ(ρ
′),
avec ResAl ψ(ρ⊗ χχz1α˜1+···+zl−1α˜l−1) e´gal a`
(
m log q
t
)d−l
1
d− l + 1
Reszl=rl(. . . (Reszd−1=rd−1 f).)(z1, . . . , zl−1).
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Preuve: E´crivons R = R1α˜1 +R2α˜2 + · · ·+Rd−1α˜d−1. Par la suite exacte dans
[2] 1.2 et notre choix des mesures, on a
log q
2pi
∫
ℜ(ρ′)=R
ψ(ρ′)dAdℑ(ρ
′)
=(
log q
2pi
)d(
m
t
)d
∫ 2pi
log q
0
· · ·
∫ 2pi
log q
0
f(R1 + it1, . . . , Rd−1 + itd−1)dtd−1 . . . dt1.
Si on fixe z1, . . . , zl−1 avec ℜ(zi) = Ri, la fonction zl 7→ ψ(z1α˜1 + · · ·+ zl−1α˜l−1 +
zlα˜l+ rl+1zl+1 + · · · rd−1zd−1) n’a, compte tenue de la proposition 3.1 et du calcul
dans 2., au plus un poˆle en zl = rl. Par les arguments dans [2] 3.6, l’inte´grale vaut
(
1
2pi
)l(
m log q
t
)d
d∑
l=1
∫ 2pi
log q
0
· · ·
∫ 2pi
log q
0
Reszl=rl(. . . (Reszd−1=rd−1 f).)(it1, . . . , itl−1)dtl−1 . . . dt1
=
d∑
l=1
(
m log q
t
)d−l
1
d− l + 1
(d− l + 1)(
1
2pi
)l(
m log q
t
)l
∫ 2pi
log q
0
· · ·
∫ 2pi
log q
0
Reszl=rl(. . . (Reszd−1=rd−1 f).)(it1, . . . , itl−1)dtl−1 . . . dt1
=
log q
2pi
d∑
l=1
∫
Al,0
(ResAl ψ)(ρ
′)dAlℑ(ρ
′).
4.2 Corollaire: Avec f(z1, · · · , zd−1) = µ(ρ⊗ χz1α˜1+···+zd−1α˜d−1), on a
(ResPA1 µ) = (
m log q
t
)d−1
1
d
Resz1=r1(. . . (Reszd−1=rd−1 f).).
Preuve: Par [2] 3.9, la donne´e de re´sidu ResPA1 est de´termine´ par sa restriction
a` SA1 , donc e´gale a` l’expression donne´e dans la proposition 4.1. ✷
5. Le degre´ formel
5.1 The´ore`me: Le degre´ formel de l’unique sous-quotient irre´ductible pid de la
repre´sentation induite parabolique (normalise´e) de la repre´sentation σ| detm |
(d−1)/2
⊗ · · · ⊗ σ| detm |
(−d+1)/2 de M est lie´ a` celui de σ par la formule
deg(pid) =
|GLn(Fq)|
|GLm(Fq)|d
qmn−n
2 md−1
td−1d
qa
d(d−1)
2 q
td(d−1)
2
(qt − 1)d
qtd − 1
deg(σ)d.
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Preuve: Par la remarque dans le paragraphe 8.6 de [2], on a
deg(pid) = γ(G/M) deg(ρd)| Stab(A1)|
−1(ResPA1 µ)(ρd).
Comme ρd est re´gulier, Stab(A1) = {1}. Il est imme´diate par de´finition du degre´
formel que celui d’un produit tensoriel de repre´sentations est e´gal au produit des
degre´s formels. La constante γ(G/M) est e´gal a`
|GLn(Fq)|
|GLm(Fq)|d
qmn−n
2
, comme on le
de´duit directement de la formule pour γ(G/M) dans [4] en haut de la page 241, en
posant H = In + ω˜GLn(OF ). Il reste a` calculer le re´sidu, utilisant 3.1.
(ResPA1 µ)(ρd)
=(
m log q
t
)d−1
1
d
d∏
l=2
qa(d−l+1)
(1− qt
d−l
2 −rl−1)(1− qt
d−l
2 +rl−1)
(1− q−t
d−l
2 −t−rl−1)
Resz=rl−1
1
1− q−t
d−l
2 −t+z
=(
m log q
t
)d−1
1
d
qa
d(d−1)
2
d∏
l=2
(q−t − 1)(qt(d−l+1) − 1)
(q−t(d−l+2) − 1)
Resz=rl−1
1
q−t
d−l
2 −t+z − 1
=(
m log q
t
)d−1
1
d
qa
d(d−1)
2 (q−t − 1)d−1
qt − 1
q−dt − 1
(
1
log q
)d−1
d−1∏
l=2
qt(d−l+1) − 1
q−t(d−l+1) − 1
=(
m
t
)d−1
1
d
qa
d(d−1)
2 (q−t − 1)d−1
qt − 1
q−dt − 1
d−1∏
l=2
(−qt(d−l+1))
=(
m
t
)d−1
1
d
qa
d(d−1)
2 q−t(d−1)(−1)d−1(qt − 1)d−1(−qtd)
qt − 1
qtd − 1
(−1)d−2
d−1∏
l=2
qtl
=(
m
t
)d−1
1
d
qa
d(d−1)
2
(qt − 1)d
qtd − 1
qt
d(d−1)
2 .
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